Cadre : G est un groupe fini de cardinal n, V' est un C-espace vectoriel
de dimension finie d.

I Représentation d’un groupe fini

1) Définitions et premiers exemples

Définition 1. Une représentation linéaire de G dans V' est un morphisme
p: G — GL(V). On notera souvent ps au lieu de p(s). On dit que V est
un espace de représentation de G. Le degré de p est d = dim V.

Exemple 2. La représentation triviale la représentation de degré 1 :

G — C
s — 1

p:

Exemple 3. On suppose que G agit sur un ensemble X de cardinal d.
Soit (ex)rex une base de V. La représentation swivante est appelée repré-
sentation de permutation associée a X :

G —
S —

GL(V)
(ex > €5.2:)

p:

Exemple 4. On suppose que d = n. Soit (et)ieq une base de V. La
représentation suivante est appelée représentation réguliére :

R: |G —
s —>

GL(V)
(et —> est)

Définition 5. Soient p: G — GL(V) et p’ : G — GL(V') deux représen-
tations linéaires de G. On dit que ces représentations sont isomorphes (ou
semblables) s'il existe un isomorphisme 7 : V' — V' qui vérifie Tops = plor
pour tout s € G.

Remarque 6. Deuz représentations isomorphes ont méme degré.
Exemple 7. Soit p une représentation de G. On suppose qu’il existe

w € W tel que (ps(w))sec soit une base de V. Alors p est isomorphe d la
représentation réguliére par es — ps(w).

2) Sous-représentations

Définition 8. Soit p: G — GL(V) une représentation linéaire, et soit W
un sous-espace vectoriel de V' stable par G (donc stable par ps pour tout
s € (7). On définit alors une sous-représentation de p par :

plw:| G — GLW)
s —  pslw

Exemple 9. Soit R : G — GL(V) la représentation réquliére de G. Soient
T =73 cqes et W = Vect(x). Alors, pour tout s € G, on a Rs(x) = .
Ainsi, T|w est une sous-représentation de T, qui est isomorphe d la re-
présentation unité par A — Ax.

Théoréme 10 (Théoréme de Maschke). Soit p: G — GL(V) une repré-
sentation linéaire, et soit W un sous-espace vectoriel de V' stable par G.
1l existe alors un supplémentaire Wy de W dans V' qui est stable par G.

3) Représentations irréductibles

Définition 11. Soit p: G — GL(V) une représentation linéaire de G. Si
V =@;_, Vi, on dit alors que p est la somme directe des p; = plv;, que
'on note p = @;_, pi-

Définition 12. Soit p : G — GL(V) une représentation linéaire de G.
On dit qu’elle est irréductible si V' n’est pas réduit a {0} et si aucun
sous-espace vectoriel non trivial de V n’est stable par G.

Remarque 13. Toute représentation de degré 1 est irréductible.

Théoreme 14. Toute représentation linéaire est somme directe de repré-
sentations irréductibles.

Remarque 15. Cette décomposition n’est pas unique en général. En ef-
fet, si, pour tout s € G, ps = Idy, p peut se décomposer de bien des
facons en écrivant V. comme somme directe de droites vectorielles.
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II Caractere d’un groupe fini

1) Définitions et premiéres propriétés

Définition 16. Soit p : G — GL(V) une représentation linéaire de G.
On appelle caractére de p la fonction :

G — C
s +— tr(ps)

Proposition 17. Soit x le caractére d’un représentation de degré n.
(i) x(e) =n
(ii) Vs € G, x(s71) = x(s)

(iii) x est central : Vs, t € G, x(tst™1) = x(s)

Proposition 18. Soit p: G — GL(V) une représentation linéaire de G
de caractére x. On suppose que p est somme directe de représentations
: G — GL(V;) de caractéres x; pour i € [1,r]. Alors x = >, Xr-

Exemple 19. On suppose que G agit sur un ensemble X. Soit p la re-
présentation de permutation correspondante. Alors :

VseqG, x(s)=Card({x € X|s-x=ux})

2) Lemme de Schur, premiéres applications

Proposition 20 (Lemme de Schur). Soient p* : G — GL(Vi) et
0% G — GL(V,) deuz représentations irréductibles de G. Soit f : Vi — Vs
une application linéaire telle que, pour tout s € G, p2o f = fopl. Alors :

(i) Sip' et p* ne sont pas isomorphes, alors f = 0.
(ii) SiVi =
Corollaire 21. Soient p' : G — GL(V}) et p? : G — GL(Vz) deux repré-

sentations irréductibles de G. Soit h une application linéaire de Vi dans
Vs, et posons pour tout t € G :

|G‘ Z pt 1hpt

teG

Vo et pt = p?, alors f est une homothétie.

(i) Sip' et p* ne sont pas isomorphes, alors h° = 0.

(ii) SiV; = br(h)

dim Vy *

Vy et pt = p?, alors h° est une homothétie de rapport

Définition 22. Soient ¢, : G — C deux fonctions. On pose :

e el

teG

Théoréme 23. Soient p* : G — GL(V}) et p* : G — GL(V,) deux re-
présentations irréductibles de G. Pourt € G, on écrit (r; ;(t))i<ij<n, 0
matrice de p; dans une base de Vi et (u; j(t))1<ij<n, la matrice de p?
dans une base de Vy. Soient i1, j1 € [1,n1] et ia, jo € [1,n2], alors :
(i) Si p* et p* ne sont pas isomorphes, alors on a (Wi, j,,7iy 1) = 0.
(’LZ) SZ‘/1 52115j27j1'

_ 1_ 2 o
="Vs et p' = p?, alors on a (Ui, jy,Tiy j1) =

3) Orthogonalité des caractéres

Définition 24. Soient ¢, : G — C deux fonctions. On pose :

(el) = 17 Zw

teG
(.].) est un produit scalaire.
Remarque 25. Si x est un caractére, alors (¢, x) = (¢|x)-
Théoréme 26. (i) Si x est le caractére d’une représentation irréduc-
tible, on a (x|x) = 1.
(ii) Si x et X' sont les caractéres de deux représentations irréductibles
non isomorphes, on a (x|x’) = 0.

Remarque 27. Les caractéres irréductibles sont un systéme orthogonal.

Théoréme 28. Soit p : G — GL(V) une représentation linéaire de G,
de caractére x, et supposons p décomposée en somme directe de représen-
tations irréductibles : p = @._, p;. Alors, si py est une représentation
irréductible de caractére xo, le nombre de p; isomorphes da pg est égal au
produit scalaire (x|xo0) = (X, Xo)-

Remarque 29. Le nombre des p; isomorphes d représentation irréduc-
tible donnée ne dépend pas de la décomposition.

Corollaire 30. Deux représentations de méme caractére sont iso-
morphes.

Théoréme 31. Soit p : G — GL(V) une représentation linéaire de G,
de caractére x. Alors (x|x) = Y., mZ, o Uon a écrit p = E,_, mip;.

Corollaire 32. Si x est un caractére, alors (x|x) est un entier positif, et
vaut 1 si, et seulement si, il est irréductible.

‘sojduwexy

‘[9110300A ddedse-)) un ans uy adnoid un p sealjoeied 39 suoljejussaadoy - L0T



4) Nombre de représentations irréductibles

Proposition 33. Soit f une fonction centrale sur G, et soit p : G —
GL(V) une représentation linéaire de G. Soit p Uapplication linéaire de V
dans lui-méme définie par py = 3, [(t)pt. Si p est irréductible de degré

n et de caractére x, alors py est une homothétie de rapport A = % (f1x)-

Théoréme 34. Les caractéres irréductibles forment une base orthonor-
male de l’espace vectoriel des fonctions centrales sur G.

Théoréme 35. Le nombre des représentations irréductibles de G (4 iso-
morphisme prés) est égal au nombre classes de conjugaison de G.

Proposition 36. Soit s € G et soit ¢(s) le nombre d’éléments de la classe
de conjugaison de s. Soient x1,..., Xk les caractéres irréductibles de G.

(i) 51 xa)vals) =
A

(it) Sit e G n’est pas conjugué a s, on a Y, xi(s)xi(t) =0.

IIT Tables de caractéres

1) Généralités

Définition 37. On note C1,...,C, les classes de conjugaison de G et
X1,---5Xr les caracteres irréductibles de G. On appelle table de carac-
teres de G le tableau de taille 7 X r dont la valeur a la ligne ¢ et a la
colonne j vaut x;(Cj).

Exemple 38. Table de Dg et de Hg (voir Annexe). Ces groupes ont méme
table de caractéres mais ne sont pas isomorphes.

2) Groupes cycliques et abéliens
Supposons que G est abélien.

Théoréme 39. G est abélien si et seulement si toute représentation ir-
réductible est de degré 1.

Exemple 40. Table de Z/nZ (voir Anneze).
Définition 41. L’exposant de G est le ppcm des ordres de ses éléments.

Définition 42. On pose G l'ensemble des caractéres de G. Clest un
groupe, appelé groupe dual de G.

Proposition 43. L’application + : G — G définie pour g € G par

t(g) : x = x(g) est un isomorphisme.
Lemme 44. ] existe un élément de G d’ordre l’exposant de G.
Proposition 45. G et G ont méme exposant.

Théoréme 46. Il existe un wunique entier { et une unique suite
dg|---|da|dy d’entiers supérieurs d 2 tels que dy est l'exposant de G et :

14
G=][z/dz
i=1

Corollaire 47. G et G sont isomorphes.

3) Tables et simplicités

Lemme 48. Soit p : G — GL(V) une représentation linéaire de G de
caractére x. Alors Ker(p) = Ker(x) = {g € G| x(9) = x(e)}.

, Xk les caractéres irréductibles de G. Les
Ker(x;) ou I C [1,k].

Proposition 49. Soient x1,...
sous-groupes distingués de G sont les [;c;
Corollaire 50. G est simple si, et seulement si, pour tout caractére ir-
réductible non trivial de G et tout g € G\ {e} on a x(g) # x(e).

Exemple 51. Tables de S3 et &4 (voir Annexe).

Remarque 52. Grice a leurs tables de caractéres, on voit que G3 est
simple, mais &4 ne lest pas car le sous-groupe Ker(0) des doubles trans-
positions et Ay = Ker(e) sont distingués et non triviauz.

Développements

— Structure des groupes abéliens finis (43,44,45,46) | ]
— Sous-groupes distingués et caracteéres (48,49,50) | ]
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Annexes

’ Dsg H {id} ‘ {r?} ‘ {r,r3} ‘ {s,r%s} ‘ {rs,r3s} ‘

Y1 1 1 1 1 1
Y2 1 1 1 1 1
Y3 1 1 1 1 1
Ya 1 1 1 1 1
s 2 | —2 0 0 0

FIGURE 1 — Table de caractéres de Dg

[ Hg | {13 [ {13 [ {&=0} [ {&4} [ {&k} ]

i || 1 1 1 1 1
Y2 || 1 1 1 1 1
s || 1 1 1 -1 -1
ya || 1 1 1| —1 1
s || 2 | —2 0 0 0

FIGURE 2 — Table de caracteres de Hg

(zmz o] 1 [ 2 [ [n—1]
X1 1 1 1 1
N : u OJ2 wn_l N 2im
X3 1| w? w? w2 ol w=en.
Xn 1wt | w2 ... w

FIGURE 3 — Table de caractéres de Z/nZ

| &3 [[ 1d [ (ab) | (abc) |
I [r]1 1
e [1 ] -1] 1
6 2] 0 [ -1

FIGURE 4 — Table de caracteres de &3

’ G, H Id \ (ab) \ (ab)(cd) \ (abc) \ (abed) ‘

T[] 1 1 1 1
e | 1] -1 1 1 —1
Y | 3] 1 -1 0 -1
ex || 3 | -1 —1 0 1
o Il 2] 0 2 —1 0

FIGURE 5 — Table de caractéres de G4

(2 [ 1d [ ¢\ {1a} | tC | £*C ]

1 1 1 1 1
xi || 1 1 il
Y2 || 1 1 i
x3 || 3 -1 0 0

FIGURE 6 — Table de caracteres de 2d4
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